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Vorwort. 


Vorliegende Arbeit, die eine elementare, ſyſtematiſche Behand— 
lung der Kegelſchnitte mittels der Linienfoordinaten im zweiaxigen 
Syſteme enthält, ſoll eine Ergänzung der elementaren Lehrbücher der 
analytiſchen Geometrie bilden und in das Studium der Linienkoor— 
dinaten einführen. 

Ich glaube damit demjenigen einen Dienſt zu thun, der auf die 
duale Behandlung der Geometrie Gewicht legt. 

Auch glaube ich, daß ſich einige Aufgaben dieſes Heftes ſchon 
für den erſten Unterricht in der analytiſchen Geometrie eignen und 
gebe es daher der Erwägung anheim, ob es nicht zweckmäßig iſt, 
im Schulunterrichte einen Begriff von den Linienkoordinaten im zwei— 
axigen Syſteme zu geben, die Gleichung des Punktes abzuleiten und 
bei der Ableitung der Gleichung der Tangente eines Kegelſchnittes auf 
ſeine Gleichung in Linienkoordinaten aufmerkſam zu machen. 

Durch die angedeutete Behandlung der analytiſchen Geometrie 
würde der Stoff nicht erheblich vergrößert; man wäre aber in der 
Lage, Aufgaben über Verbindungsgeraden und Schnittpunkte durch— 
ſichtiger und kürzer zu löſen, als man es vermag, wenn man nur 
Punktkoordinaten zuläßt. 

Auch könnte man dem Schüler mit Leichtigkeit die Einſicht bei— 
bringen, daß eine Kurve ebenſo durch geſetzmäßige Bewegung einer 


Geraden wie durch geſetzmäßige Bewegung eines Punktes entſteht. — 
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Insbeſondere erlaube ich mir auf die hier angewandte Konſtruktion 
der Kegelſchnitte (Fig. 6, 8 und 10) aufmerkſam zu machen. Obgleich 
dieſe Konſtruktion ſehr alt und viel kürzer iſt als die übliche punktweiſe 
Erzeugung der Kegelſchnitte, wird fie doch nicht, jo weit meine Er- 
fahrung reicht, in dem Maße angewandt, als ſie es verdient. 

Ferner wurde der Transformation der Linienkoordinaten und 
der Diskuſſion der Gleichung zweiten Grades, in welcher die ver— 
änderlichen Größen Koordinaten von Geraden find, beſondere Auf- 
merkſamkeit zugewandt. 


Mainz, im Auguſt 1888. 


Einleitung. 


Gleichung des Punktes, der Punktreihe und des Strahlenbüſchels. 
Harmoniſche Eigenſchaften des vollſtändigen Vierecks. Transformation 
der Linienkoordinaten. 


81. 

Die mit ihren Vorzeichen verſehenen Abſchnitte, welche eine Gerade 
auf den Axen eines gegebenen Koordinatenſyſtems bildet, beſtimmen 
die Lage dieſer Geraden eindeutig. 

Dieſe beiden Axenabſchnitte haben daher zur Beſtimmung der 
Lage einer Geraden dieſelbe Bedeutung, wie die Koordinaten eines 
Punktes zur Beſtimmung der Lage dieſes Punktes, und man hätte 
dieſelben als die Koordinaten der Geraden bezeichnen können. 

Hätte man auf dieſe Weiſe die Koordinaten der Geraden definiert, 
ſo würde die Rechnung mit Linienkoordinaten bedeutend erſchwert 
worden ſein, und die Analogie zwiſchen Punkt- und Linienkoordinaten 
wäre nicht deutlich hervorgetreten. 

Man hat daher die negativen, reciproken Werte der Axenabſchnitte 
einer Geraden als deren Koordinaten bezeichnet. Und zwar nennt 
man den negativen, reciproken Wert des Abſchnittes auf der Abſeiſſen— 
axe die Abſeiſſe und den negativen, reciproken Wert des Abſchnittes 
auf der Ordinatenaxe die Ordinate der Geraden. 

Die Abſciſſe einer Geraden ſoll künftig ſtets mit u, die Ordinate 
derſelben mit v bezeichnet werden. Sit die Gerade eine beſtimmte, 
jo ſoll dies durch Indices, die u und v angehängt werden, angedeutet 
werden. 

Die Gerade mit der Abſeiſſe u; und der Ordinate v; ſoll mit 
ui vi und der Punkt mit der Abſciſſe x; und der Ordinate y; ſoll 
mit xi yi bezeichnet werden. 
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Lehrſatz. Wenn die Gerade u, v durch den Punkt x, y. geht, 
jo iſt der Ausdruck: XI u. ＋ i v. + I gleich null. 


Beweis. In Fig. 1 ſei AB die gegebene Gerade und C der 
gegebene Punkt. 
Zieht man DC || OY, fo iſt 
OAr0B= DA DE 
1 


Da nun OA Be OB 
U, VI 
1 


5 E oe 5 
+ Bon u, 
75 und DO =; iſt, 
= 


jo geht die vorſtehende Gleichung 
über in: 


e oder 


U VI 
XI UI ＋ Yi VI T I 0. 


§ 3. 


Lehrſatz. Wenn die Gerade u, v, nicht durch den Punkt 
x. | yı geht, jo kann der Ausdruck: 
I t e NN 
auch nicht gleich null ſein. d 
Beweis. Geſetzt, x. u. + Yi v. +1 habe den Wert . Ber- 
bindet man den Punkt, in welchem u, v. die Abſeiſſenaxe ſchneidet, 
mit x, | yı und bezeichnet die Ordinate dieſer Hilfsgeraden mit ve, jo 
findet nach dem vorigen § die Beziehung ſtatt: 
VVV 
Subtrahiert man dieſe Gleichung von der Gleichung xu. ty v, ＋ 1a, 
ſo ergiebt ſich, daß 
JI (Vi — v) = &. 
Da y. im allgemeinen nicht gleich null iſt und v, nicht gleich v, fein 
kann, ſo iſt auch 4 nicht gleich null. 


84. 
Lehrſatz. Faßt man jede Löſung der Gleichung: 
XI U ＋ i V I SO, 
in welcher x, und „. konſtant, u und v veränderlich ſind, als Koordi— 
naten einer Geraden in einem beliebigen zweiaxigen Syſteme auf, ſo 
geht jede dieſer Geraden durch den Punkt, der im nämlichen Syſteme 
die Koordinaten x, | Y. beſitzt. 

Beweis. Wenn u, | v, eine Löſung der gegebenen Gleichung 

iſt, ſo iſt 
XI UI ＋ Yi VI T 1 20. 

Ginge nun u, vr nicht durch den Punkt x. yr, jo wäre 
XI U. ＋ vi v. +1 nicht null. Dies widerſpricht unſerer Annahme, 
alſo muß die Gerade u, v, durch den Punkt x, | yı gehen. 

Auf gleiche Weiſe zeigt man, daß den unendlich vielen Löſungen 
der Gleichung vu+yıv+ 1=0 ebenſoviele Geraden des Punktes 
x, | yı entſprechen. 

Erklärung. Die Gleichung vu+yv+1=0, welche die 
Koordinaten des Punktes x, | yı mit den Koordinaten einer jeden 
durch ihn gehenden Geraden verbindet, heißt die Gleichung des 
Punktes x, |Yı. 

Die linke Seite dieſer Gleichung ſoll künftig abgekürzt mit P,, 
die Gleichung des Punktes ſelbſt alſo mit P. = 0 bezeichnet werden. 
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Aufgabe. Man ſoll die Gleichung des Punktes finden, der 
die Verbindungslinie der Punkte x, | yı und x, ye in einem be— 
ſtimmten Verhältniſſe (7) teilt. 

Auflöſung. Wenn man die Koordinaten des Teilpunktes mit 
x | y bezeichnet, jo lautet deſſen Gleichung: 

DUFT R 
ut AX yı + 4 


Da aber x = 1 Va ſo geht dieſe Gleichung 
über in: 
XI T Ax. vi ＋ A2 En 
er a + EEE Bi 13 0 


oder (xi u ＋ ye T 1) ＋ 4 (u ＋ vv 1) = O, 
wofür man abgekürzt ſchreiben kann 
je + 4 P; = 0. 


Zuſatz 1. Iſt A poſitiv, jo liegt der Teilpunkt auf der Verbindungslinie 
ſelbſt; iſt A negativ, jo liegt er auf der Verlängerung der Verbindungslinie. 

Zuſatz 2. Wenn L eine abſolute Zahl iſt, jo teilt der Punkt 

Pi IR =0 

die Strecke zwiſchen xı | yı und xꝛ | ya innerlich in demſelben Verhältnis, in 
welchem der Punkt Pi — 4 Pz = 0 dieſe Strecke äußerlich teilt. 

Die Punkte Pi = O, Pz = O, Pi ＋ 4 Pz = O und PI - 4 P2 = O liegen 
alſo in Harmonie. 


§ 6. 

Aufgabe. Man ſoll die Gleichung des Strahlenbüſchels an⸗ 
geben, das durch die beiden Geraden u, | v, und u | vs beſtimmt it. 

Auflöſung. Wenn g. ux ＋ vi y T 1, ga = uU X ＋ vy 1 
und 4 jede poſitive und negative Zahl bedeutet, jo lautet die geſuchte 
Gleichung gi ＋ 41g = O. 

Da nämlich die Koordinaten des Schnittpunktes von g. = 0 und 
ge -= 0 dieſe Gleichung für jeden Wert von A befriedigen, jo geht die 
unendliche Schar von Geraden, die in 

g ＋ 4 g2 = 0 
enthalten iſt, durch jenen Schnittpunkt. 
Zuſatz 1. Für i= —1 findet man die Gleichung: 
(ui — uz) X T (vi — vz) y = O, 
welche die Gerade bedeutet, die den Koordinatenanfangspunkt mit dem Schnitt⸗ 
punkte der beiden Geraden ur vı und ue] v2 verbindet. 

Wenn ein rechtwinkeliges Koordinatenſyſtem vorausgeſetzt wird, ſo hat dieſe 

Gerade die Richtungskonſtante: 


ui — u: 
e 
Zuſatz 2. Die durch die Zahl A beſtimmte Gerade hat die Koordinaten: 
ui ＋ Au VI ＋ 4 v2 
en N 


Zuſatz 3. Nimmt man an, daß 
gi = O auf der X-Axe die Strecke pi, 
e e 1 „ „ pꝛ und 
g ＋ 42 . „ „ " Ps 
abſchneide, ſo iſt 


Di; 
V +3 


ui ＋ 4 u (---)+:(--,) 1 + (9 
P P2 P2 
) Dieſer Differenzenquotient iſt von fundamentaler Bedeutung beim Ueber⸗ 


gang von Linienkoordinaten zu Punktkoordinaten, und wir werden mehrmals 
Gelegenheit haben, denſelben anzuwenden. 
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Hieraus folgt, daß der Strahl gi +ig2—=0 die Strecke zwiſchen den 
Punkten, in denen gu 0 und g2 = 0 die Axe ſchneiden, im Verhältnis 
E teil. 

22 

Ebenſo zeigt man, daß der Strahl gi — 4g = 0 die Strecke zwiſchen den 
Punkten, in denen gu 0 und gz = 0 die x-Axe ſchneiden, im Verhältnis 
— H z teilt. 
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Zuſatz 4. Faßt man die Ergebniſſe des letzten Zuſatzes zuſammen, ſo 
findet man, daß die Strahlen gi = 0, 2 = 0, gi FI = O und gi - 4g2 = 0 
aus der x-Are vier harmoniſche Punkte ausſchneiden, und daß mithin dieſe Strahlen 
ſelbſt in Harmonie liegen, und zwar iſt 

gi = 0 dem Strahle 8 0 
und J a ER) 
fonjugiert. 


8 7. 
Aufgabe. Es find die Punkte A (X. y.), A (x] yo), 
A; (8 ys) und A, (X. 7) gegeben; man ſoll die Gleichung des 
Schnittpunktes der beiden Geraden A, A, und A, A, finden. 
Auflöſung. Weil die Allgemeinheit des Reſultats nicht be— 
einträchtigt wird, ſoll das Koordinatenſyſtem als rechtwinkelig voraus— 
geſetzt werden. 


Die gegebenen Punkte mögen 
die in Fig. 2 angegebene Lage 
haben, und der Punkt, deſſen 
Gleichung zu beſtimmen iſt, werde 
mit Ass bezeichnet. 

Da A, auf der Geraden A, A, 
liegt, iſt ſeine Gleichung von der 
Form 

Pi ＋ 1 P O, 

Ar An 
Fig. 2. An» A2 
linken Seiten der Gleichungen der Punkte A, und Ae. 
Um den Wert von A zu finden, fälle man von A, und A, die 
Lote auf die Gerade A, A.. 
Da alsdann AA» A, A O A An A A, fo iſt 
AH N, 


P, und P die 
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As; A,, ſo wird 


ie RR ah A, 
worin h.. A; A, den doppelten Inhalt des Dreiecks A, A; A, und 
h. A; Al den doppelten Inhalt des Dreiecks A, A, A, bedeutet. 
Die Maßzahl für die Flächeneinheiten 
des Dreiecks A, A, A, werde mit d,, die 
5 5 AA 1 
0 5 NIN „ oz und die 
5 5 Ai A2 Az „ J. bezeichnet. 
di, Oe, J; und 9. ſind Zahlen, 55 ſich aus den Koordinaten der 
gegebenen Punkte berechnen laſſen, und zwar iſt: 
2 d, der abſolute Wert von x2 (Js — N.) TX (Y. — 2) TX (ya — Is), 
2 02 " " 5 55 X. (J. — i) x( i - Ve 
2 0 ¶HHHh „ „ „ KN e ee 
2 04 " „ 1 „ XI (Ya — =) T Xe (Je vi) N. 
Bei der angenommenen Lage der vier Punkte iſt A eine poſitive 
Zahl; die Gleichung von As lautet demnach: 
I 5 FEZ = O oder dB a ee (I) 
Durch eine ähnliche Betrachtung findet man, daß A, auch die 
Gleichung 


beſitzt. 

Weil die Gleichungen (I) und (II) denſelben Punkt vorſtellen, 
ſo können ſich die linken Seiten derſelben nur um einen konſtanten 
Faktor unterſcheiden. Um dieſen zu finden, vergleichen wir die ab⸗ 
ſoluten Glieder. In der erſten Gleichung iſt das abſolute Glied 
0 T o, in der zweiten g .. Jede dieſer Summen ſtellt den 
Inhalt des Vierecks A, A, A; A. vor, folglich HAFT = ds ＋ 9 

Es it alſo 9. P. ＋ d P. = , P, ＋ d. P.) 

Zuſatz. Aus der letzten Identität folgt, daß auch 

01 Pi — ds PR, = — (da Pa — 4 P.) und 

dıPı — d Pı= (02 Pz — 0s Ps), d. h. 
di PI — ds Ps = O ſtellt denſelben Punkt vor wie da Pz — d Pa == O, und ebenſo 
ſtellt di Pi — d Pi = 0 denſelben Punkt vor wie da Pe — ds Ps = O, und zwar 
bedeuten die beiden erſten Gleichungen den Punkt Aıs und die beiden en den 
Punkt Ara. 


*) Vergl. Baltzer, Analyt. Geometrie, $ 28, Art. 7. 


N an Pl , e ee ee (II) 
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Die linken Seiten der Gleichungen für A12, Als und Ars mögen mit Pıa 
reſp. Pis und Pıs bezeichnet werden. Es iſt dann 


II 41 Pi2 i Pi + Pe = d P; ＋ da P = 0 
1 42 Pis i Pi — d PZ = — (da Pz — d PA) = O und 
RER 4 Pu = di Pi — d P = — (da Pz — ds Ps) = O. 


Addiert und jubtrahiert man je zwei dieſer Gleichungen, jo findet man die 
Gleichungen von 6 Punkten, von denen jeder mit 3 anderen der Figur in Har— 
monie liegt. 


So iſt z. B. 
41 Pız — 42 Pia, = d Pa + ds Pà = O. 
Dieſer Punkt liegt auf der Geraden A12 Alis und auf A2 As und zwar teilt 


er die Strecke A2 As innerlich im Verhältniſſe von = Der Punkt Aıs teilt, wie 
2 
Gleichung V zeigt, dieſelbe Strecke äußerlich im Verhältniſſe von As Mithin 
2 
liegen die Punkte Pe = O, PZ = O, Pi = O und A Pi2 — 4 Pis = O in Harmonie. 
In ähnlicher Weiſe laſſen ſich ſämtliche harmoniſche Eigenſchaften des 
vollſtändigen Vierecks aus den ſymmetriſch gebauten Gleichungen III bis Wfolgern. 


Transformation der Linienkoordinaten. 


88. 


Aufgabe 1. Die Koordinaten einer Geraden ſind in bezug 
auf ein ſchiefwinkeliges Axenſyſtem gegeben; man ſoll die Koordinaten 
derſelben in bezug auf ein anderes Syſtem angeben, deſſen Axen 
denen des gegebenen parallel laufen. 


Auflöſung. Der Anfangspunkt des neuen Syſtems habe in 
bezug auf das urſprüngliche die Koordinaten a | b. Die gegebene 
Gerade habe im urſprünglichen Syſteme die Koordinaten u | v, im 
neuen die Koordinaten U V. Ein beweglicher Punkt dieſer Geraden 
habe im urſprünglichen Syſteme die Koordinaten x | y, im neuen die 
Koordinaten X V. 

Im urſprünglichen Syſteme hat die gegebene Gerade die Gleichung 

ux+vy+1l=0. 

Daraus wird die Gleichung für das neue Syſtem abgeleitet, 
indem man, wie bekannt, 

X XTa und y Ib ſetzt. 
2 * 
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Man findet: 
uX+a)+v(Y+b)+t1=0 oder 


u v 
= 
TCC , 
woraus erſichtlich iſt, daß 
n u 1 % V 
e 1 A 0 


Dieſelben Beziehungen findet man für jede Gerade der Ebene. 
Für den Punkt, der im urſprünglichen Syſteme die Gleichung 
NI U E e 
beſitzt, findet man die Gleichung im neuen Syſteme, indem man die 
Gleichungen (I) nach u und wlöſt und die Werte in die letzte Gleichung 
einträgt. Es iſt zu ſetzen: 
b V 

e e e e eee 

Aufgabe 2. Von einem ſchiefwinkeligen Syſteme zu einem 
anderen ſchiefwinkeligen Syſteme überzugehen, das mit dem erſteren 
den Anfangspunkt gemeinſam hat. 

Auflöſung. Eine beſtimmte Gerade der Ebene möge im ur- 
ſprünglichen Syſteme die Koordinaten u | v, im neuen die Koordinaten 
U | V Haben. Ein beweglicher Punkt dieſer Geraden habe im alten 
Syſteme die Koordinaten x | y, im neuen die Koordinaten X | Y. 

Der Anfangspunkt ſei O. 

Ox und Oy ſeien die Axen des alten, OX und OY die Axen des 
neuen Syſtems; ferner ſei xX = c, XO = , X OY = g, YOy = 5 
und Oy = *). 

Man erhält nun die Gleichung der Geraden in bezug auf das 
neue Syſtem, indem man in der Gleichung ux vy 1 = 0 für 
Xsin«e I sin g 


u 


X in t + Y sin 5 ER 
Kr 0 und für = 8 jebt. 
Man findet 
X sin q + Y sin 5. 11 15 X sin c ＋ I sin g 7 1 1 
sin ꝙ sin p a 
u sin c tvsine u sin 5 ＋ v sin ß 
VF . EI 
sin ꝙ 5 sin p „ 


) Zwei dieſer fünf Winkel find von den übrigen drei abhängig; denn es iſt 
ai ＋ N = ꝙ und 51 ＋ 5 = ꝙ. 
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Daraus folgt, daß 
u sin tr Y sin und sin 5 + * sing 
sin ꝙ sin p 
Zuſatz. Iſt = 90, ſo iſt sin = 1, sin i = sin (90 -) = cos « 
und sin 61 = sin (W—P) = cos 5, und es ergiebt ſich, daß 
Uu cos c ＋ „sin c, V= u cos 83 ＋ V sin 85. 
Löſt man dieſe Gleichungen nach u und v, jo rejultiert 
2 U sin . nnn ＋ Vcos 
sın 1 sm G1 
wo 9ı der Winkel iſt, den die neuen Axen mit einander bilden. 
Aufgabe 3. Die Koordinaten einer Geraden ſind bezüglich 
eines ſchiefwinkeligen Syſtems gegeben; man ſoll dieſelben in bezug 
auf ein anderes ſchiefwinkeliges Syſtem angeben, deſſen Anfangspunkt 
im urſprünglichen Syſteme die Koordinaten a [h beſitzt. 
Auflöſung. Unter Beibehaltung der in Aufgabe 2 eingeführten 
Bezeichnungen ergeben ſich die Transformationsformeln: 
u sin c v sin u sin 51 + vsinß 
(au f by T I) sin“ (au by T I) sin 


Der Kreis. 


8.9. 


Definition. Der Kreis iſt der geometriſche Ort aller Geraden, 
die von einem gegebenen Punkte denſelben Abſtand haben. 

Aufgabe 1. Man ſoll die Gleichung des Kreiſes in Linien- 
koordinaten angeben, wenn das Koordinatenſyſtem als rechtwinkelig 
vorausgeſetzt wird. 

Auflöſung. Der Radius des Kreiſes fei r, die Koordinaten 
ſeines Centrums ſeien a | b. 

Wenn man die Koordinaten von irgend einer Tangente des Kreiſes 
mit u | v bezeichnet, jo lautet ihre Gleichung ux +vy+1=0. Von 


dieſer hat der Punkt a | b den Abſtand Et, Da derſelbe 
u? ＋ v 
gleich r tt, jo lautet die geſuchte Gleichung folgendermaßen: 
aur by 1 N 
Ba 


DANN ANSWERS (I) 
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Hat der gegebene Punkt, welcher Centrum des Kreiſes iſt, die 

Koordinaten 00, fo nimmt die Kreisgleichung die Form an: 
F ee 20008 E 

Iſt die Ordinatenaxe Tangente an den Kreis und liegt ſein Centrum 

auf der poſitiven Seite der X-Axe, jo iſt in Gleichung (J für a r 

und für b S 0 zu ſetzen. Die Kreisgleichung hat in dieſem Falle 
die Form: 

| T7 * ru!!! (III) 

Anmerkung. Im Folgenden ſoll das Koordinatenſyſtem, falls 

es nicht näher beſchrieben iſt, als rechtwinkelig vorausgeſetzt werden, 

und unſeren Unterſuchungen über den Kreis wollen wir Gleichung (II) 

zu Grunde legen. 


Aufgabe 2. Die Bedingung anzugeben, unter der die Gerade 
u, v. den Kreis r? (u? ＋ ve) = 1 ſchneidet oder ganz außerhalb 
desſelben liegt. 

Auflöſung. Die geſuchte Bedingung ergiebt ſich, indem wir 
unterſuchen, welchen Wert die linke Seite der auf null gebrachten 
Kreisgleichung annimmt, wenn wir ſtatt u und v die Koordinaten der 
gegebenen Geraden eintragen. 


Der Ausdruck r? (u.? + vi?) — 1 werde mit K bezeichnet, und 
die zu u, | vi parallele Tangente, welche dieſelben Teile der Axen 
ſchneidet wie u, | v,, möge die Koordinaten u | beſitzen. 

Setzt man nun u. = au, jo iſt auch v. = 4, und es wird: 

K = * J (ue ＋ Y) 1 = Ar (u ＋ v7) — 11 ＋ 1 - 11. 

Wenn u, v, den Kreis ſchneidet, jo iſt der abſolute Wert von 
u, eder abſolute Wert von u kund ebenſo der abſolute Wert von y. > 
der abſolute Wert von v. Es iſt alſo A>1 und mithin K poſitiv. 

Liegt u, | v. ganz außerhalb des Kreiſes, jo iſt der abſolute Wert 
von u, S als der abſolute Wert von u. 

Mithin iſt 7 1, alſo K negativ. | 

Aufgabe 3. Die Richtungskonſtante und Gleichung der Ge- 
raden zu finden, welche vom Koordinatenanfangspunkte nach dem 
Berührungspunkte der Tangente u, | v, gezogen iſt. 

Auflöſung. Der Berührungspunkt der gegebenen Tangente 
iſt der Punkt, in dem ſie von einer ſehr benachbarten Kreistangente 
geſchnitten wird. Die Koordinaten der letzteren, die mit u ve be⸗ 


Er 
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zeichnet werden mögen, ſind alſo nur ſehr wenig von denen der ge— 
gebenen Tangente verſchieden. 
Nach § 6 Zuſatz 1 iſt die geſuchte Richtungskonſtante gleich 
5 8 = Beachtet man aber, daß u, | v, und w | v als Tangenten 
12238 — 
die Bedingungen erfüllen: 
I land War vaje=el, 
jo findet man durch Subtraktion dieſer Gleichungen 
r (ui ue) (ui — ut? (vi ＋ vi) (vi — vz) = 0 
PEFC 
a RE 
Aus der rechten Seite dieſer Gleichung folgert man, indem man 
yz = vi und u: = u ſetzt, daß die zu ſuchende Richtungskonſtante 


oder = 


1 und die zu ſuchende Gleichung y— 8 ist. 

Aufgabe 4. Die Koordinaten des Berührungspunktes der 
Kreistangente u, v. zu finden. 

Auflöſung. Dieſelben ergeben ſich, indem man das Syſtem 
der beiden Gleichungen: 


C I 8 


nach x und y löſt. Man findet, daß 
U, 


2 * 
Kal ISUND 
mr 
N 15 n 
— — 5 — — 1» 
i Ve 


Zuſatz. Quadriert man die beiden letzten Gleichungen und addiert fie als— 

dann, ſo ergiebt ſich: 
x? + y? En 12 Fr? (ui? + vı”)] ne 5 

welches die Mittelpunktsgleichung des Kreiſes für Punktkoordinaten iſt. 

Aufgabe 5. Man ſoll die Bedingung angeben, unter der 
zwei gegebene Geraden mit den beiden von ihrem Schnittpunkte an 
einen gegebenen Kreis gezogenen Tangenten in Harmonie ſind. 

Auflöſung. Der gegebene Kreis habe die Gleichung 
re (u. ＋ ve) — 1 = 0, und die gegebenen Geraden mögen die Koordi— 
naten u, | vi reſp. uz] vs beſitzen. 


) r? (ui? + vı?) hat nach Seite 14 den Wert 1. 
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Die Koordinaten der in Betracht kommenden Tangenten haben 


UI T Au. vv rim 5 . 1 i 

17 1 | 1 eine Zahl iſt, die ſich ergiebt, 
indem man dieſe Ausdrücke an Stelle von u und v in die Kreis⸗ 
gleichung einträgt. 


Man findet zur Beſtimmung von A die Gleichung 
fu 11 . 2 
5 0 are e e a 
oder, indem man nach Potenzen von A ordnet: 
T (ui T vi) — 17 2 Ar' (us tu, vz) — 1I r' (ur ＋ )- 1 =. 


Dieſe Gleichung liefert zwei Werte für A und demgemäß auch 
zwei Tangenten, welche beide real oder imaginär ſein können. 


die Form 


Wenn die Werte für Lentgegengeſetzt gleich werden, jo ſind die 
betreffenden Tangenten mit den gegebenen Geraden in Harmonie. 


Dieſer Fall tritt ein, wenn der Koeffizient von A in obiger 
Gleichung verſchwindet. Die geſuchte Bedingung lautet demnach: 
T (ui u ＋ vi v) — 1 0. 


Zuſatz. Iſt dieſe Bedingung erfüllt, ſo werden die Werte von 4, welche 
die Koordinaten der beiden vom Schnittpunkte der gegebenen Geraden ausgehenden 
Tangenten liefern, aus der Gleichung 


(u? + vi?) 
i=+ 5 (us A 1 A een 


Hieraus iſt erſichtlich, daß die Werte von A nur dann real werden, wenn 
die eine Gerade den Kreis ſchneidet, während die andere ganz außerhalb desſelben 
liegt; denn nur in dieſem Falle ſind die Ausdrücke r' (uri? ＋ vi?) — 1 und 
r: (uz? + v2?) — 1 verſchiedenen Zeichens, mithin der Radikand poſitiv. 


Aufgabe 6. Von jedem außerhalb eines gegebenen Kreiſes 
liegenden Punkte einer Geraden ſind die beiden Tangenten an dieſen 
Kreis gezogen und der zur gegebenen Geraden konjugierte, vierte 
harmoniſche Strahl konſtruiert. 


Man ſoll den Ort dieſes vierten harmoniſchen Strahles angeben. 

Auflöſung. Die zu konſtruierende Gerade möge die Koordinaten 
u uv beſitzen. 

Wenn dieſelbe mit u, | v. und den beiden Tangenten, die vom 
Schnittpunkte zwiſchen u, | vn und u | v gezogen werden können, in 
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Harmonie ſein joll, jo muß nach der vorhergehenden Aufgabe die Be— 
dingung erfüllt ſein: 
2 (ui ur viv) - 1 0 
oder 
(— r' u) ur ( xv.) v1 =. 

Jedes Wertepaar für u und v liefert eine Gerade der verlangten 
Art. Da es aber unendlich viele Löſungen der letzten Gleichung giebt, 
ſo ſind auch unendlich viele Geraden der verlangten Art vorhanden. 
Dieſelben gehen ſämtlich durch den Punkt — r' u, | — r' ., welcher 
der Pol von u, v. genannt wird. 

Ferner wird die Gerade u, | v. die Polare des Punktes 
— r?w | —r?v, genannt. 

Zuſatz 1. Wenn man die Koordinaten des Poles von un] vi mit x15 
bezeichnet, ſo finden die Beziehungen ſtatt: 


Xi = Pu, = — 12 vi und 
Xl Ai 
IT 
12 4 12 


Zuſatz 2. Wird un | vı zur Tangente, jo werden die Koordinaten des Poles 
dieſer Geraden gleich denen des Berührungspunktes (Aufg. 4). Der Pol einer 
Kreistangente iſt mithin ihr Berührungspunkt. 

Aus den letzten Gleichungen folgt ferner, daß die Polare eines Kreispunktes 
ſeine Tangente iſt. 

Aufgabe 7. Auf Grund der Gleichungen X. = — x' u, yı= 
— x2 v. den Pol der Geraden u, | v. zu konſtruieren. 

5 Auflöſung. In Fig. 3 ſei AB 
die gegebene Gerade. Wenn man 
dann von A und B die Tangenten 
AC und BD zieht, von C ein Lot 
auf die x-Are und von D ein Lot 
auf die y-Are fällt, jo iſt der Schnitt⸗ 
punkt (E) dieſer Lote der geſuchte Pol. 

Weil nämlich 002 66. OA, 
ſo iſt 


3 oder X = — 15 Ul, 
1 
und weil 
ferner OD? = OF. Ch, ſo ift 
12 = yl — oder y = 12 i. 


1 
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Eine ähnliche Konſtruktion ergiebt ſich, wenn A oder A und B 
in den Kreis fallen. 

Aufgabe 8. Die Länge (t) der Kreistangente u, | v, und die 
Länge der zugehörigen Subtangente (st), Normale (n) und der Sub⸗ 
normale (Sn) zu finden. 

Auflöſung. Nach Fig. 4 iſt 


1 
1. st = OP — OR K.) 
U . 
1 u.? — 1 
8 ＋ ru = a 
u u. 
SE 
U \ 
12 14 vie uf 
2 Sn = = ME 2 
St I VI 


— — NE 
e 


3. >= (sn T st) st = 


| Tag 1 v 
7 — 8 
U. 


u, U, 


4. n= (sn T st) sn . (r' ur) Sr. 
1 


Die Parabel. 


8 10. 


Definition. Die Parabel iſt der geometriſche Ort des einen 
Schenkels eines rechten Winkels, deſſen anderer Schenkel durch einen 
feſten Punkt geht, und deſſen Scheitel ſich auf einer feſten Geraden 
bewegt. 

Der feſte Punkt heißt Brennpunkt und die feſte Gerade Scheitel⸗ 
tangente der Parabel. 


Aufgabe 1. Man ſoll die Gleichung der Parabel in Linien⸗ 
koordinaten finden. 


) xı | Ji ſind die Koordinaten des Berührungspunktes der Tangente u: | . 
**) Weil die Subnormale gleich der Abſeiſſe des Berührungspunktes iſt, geht 
die Normale jedes Kreispunktes durch das Centrum des Kreiſes. 
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Auflöſung. In Fig. 5 ſei OY 
die feſte Gerade, F der feſte Punkt, 
FA der eine Schenkel des ſich be— 
wegenden rechten Winkels und A0 
der andere Schenkel. 

Bezüglich des Koordinatenſyſtems, 
deſſen y-Are die feſte Gerade, und 
deſſen x-Are das von F auf OY 
gefällte Lot iſt, möge AC die Ko⸗ 
Fig. 5. ordinaten u | — v und F die Ko⸗ 


| 
ordinaten 2 0 beſitzen. 


Weil nun OA?—=BO.OF iſt, ſo ergiebt ſich, indem man für 
1 a 
MA 5 und für BO = a jest, die Gleichung 


p VS Au. 
Aufgabe 2. Man ſoll die Parabel pr = 2u zeichnen und 
diskutieren. 
a. Konſtruktion. 


Die einfachſte Konſtruktion der Parabel 
beruht auf der hier gegebenen Definition 
derſelben; man braucht nur einige Tan- 
genten zu konſtruieren, welche die feſte 
Gerade in der Nähe von O ſchneiden. 


b. Diskuſſion. 
Wenn man die Parabelgleichung in der 


Form v = 4 2A ſchreibt, ſo erſieht 
P 


man: 
1. daß v nur dann real wird, wenn u 
poſitiv iſt, d. h. wenn die Tangente 
die negative Seite der X-Axe ſchneidet, 


3 * 
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2. daß zu jedem pofitiven Werte von u zwei entgegengejegt 
gleiche Werte von v gehören, d. h. daß die Parabel ſymmetriſch 
zur X Axe liegt; 

3. daß die abſoluten Werte von v gleichzeitig mit denen von u 
ab⸗ und zunehmen; | 

4. daß zu einem unendlich kleinen Werte von u auch 2 unendlich 
kleine Werte von » gehören, d. h. daß die Parabel ſich mit 
zwei Zweigen ins Unendliche erſtreckt, und 

5. daß u o, y os genügt, d. h. daß die Parabel von der 
unendlich fernen Geraden der Ebene berührt wird. 


Aufgabe 3. Man ſoll die Richtungskonſtante der Geraden 
finden, die vom Koordinatenanfangspunkte nach dem Berührungs⸗ 
punkte der Parabeltangente u, v.) gezogen tft. 


Auflöſung. Angenommen u | ve wäre eine zweite Tangente 
der Parabel. 
Die Koordinaten von u, | v, befriedigen die Gleichung pyk = 2 u, 
und die von ue] vs die Gleichung pv = 2 us. 
Aus beiden Gleichungen folgt durch Subtraktion: 
p (vi — vz) = 2 (u — us) oder 
am PM En) 
na 
Nach § 6 Zuſatz 1 hat die Richtungskonſtante der Geraden, die 
vom Koordinatenanfangspunkte nach dem Schnittpunkte der Tangenten 
* — . Dafür kann 
vi — v 
Er nn Er vz) ſetzen. 


u | vi und uz | v2 gezogen iſt, den Wert — 


man nach vorſtehender Gleichung 


Wird lim ue = ui und lim ve = vı, ſo wird der Schnittpunkt 
der beiden betrachteten Tangenten zum Berührungspunkte von ur | vi. 

Die geſuchte Richtungskonſtante hat alſo den Wert — pri. 

Aufgabe 4. Man ſoll die Koordinaten des Berührungspunktes 
der Parabeltangente urn] vi angeben. 


) Hier, ſowie bei den folgenden Betrachtungen über die Parabel ſoll ſtets 


ein rechtwinkeliges Koordinatenſyſtem und die Gleichung pv? = 2u voraus⸗ = 


gejebt werden. 
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Auflöſung. Dieſelben werden aus dem Syſteme der Gleichungen 
F 
Y p VIX 
gefunden, wovon die erſte Gleichung die der Tangente und die zweite 
die der Geraden iſt, die vom Koordinatenanfangspunkte nach dem 
Berührungspunkte der Tangente gezogen iſt. Es ergiebt ſich, daß 
1 P VI 
* = : ab 

prı?—u p vi? — ut 

weil p v1? 2 unk ft, 


oder, 


2 
NX 
Zuſatz 1. Weil ur nur poſitive Werte annehmen kann, ſo kann auch x nur 
ſolche Werte annehmen, und die Parabel liegt daher nur rechts von der Ordinatenaxe. 


1 
Xx — und y = — 
ui 


Zuſatz 2. 1 iſt der Abſchnitt der Tangente un vı auf der x-Xre. 


+ u iſt die Abſciſſe des Berührungspunktes dieſer Tangente. Darauf beruht 


eine ſehr einfache Konſtruktion des Berührungspunktes einer Parabeltangente. 
Wenn man in Fig. 5 CA = AB macht, ſo iſt C der Berührungspunkt der Tan⸗ 
gente AB. 


Zuſatz 3. Um die Gleichung der Parabel in Punktkoordinaten zu erhalten, 
eliminiert man aus den Gleichungen 


1 2 
2 * — — — — 
pvı al und 7 = = 


die Größen ur und vi. Man findet 
2 

Aufgabe 5. Man ſoll die Bedingung angeben, unter der die 
Gerade u, | vc die Parabel pr? — 2 u = 0 ſchneidet oder gar nicht trifft. 

Auflöſung. Man ziehe durch den Punkt, in welchem die ge— 
gebene Gerade die y-Axe ſchneidet, die noch fehlende Parabeltangente. 
Letztere hat dieſelbe Ordinate wie die gegebene Gerade. Ihre Abſeiſſe 
möge mit u, und der Ausdruck pyr? — 2 ui mit Pi bezeichnet werden. 
Subtrahirt man nun die Gleichung pyr? — 2 ue = 0, welche beſtehen 
muß, weil ue] vı eine Tangente iſt, von der Gleichung Pı = pvr? — 2 ut, 
ſo reſultiert 

PI = 2 (ua — u). 

Es läßt ſich aber leicht zeigen, daß in Fig. 5 alle Punkte der 
Parabel in dem Winkelfeld CAO liegen, und daß mithin eine Gerade, 
die ſich um A dreht, die Parabel ſchneidet, wenn ſie im Winkelfeld 
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CAO liegt und die Parabel nicht ſchneidet, wenn ſie im Winkelfeld 
OAB liegt. 

Geſetzt ur] vı läge im Winkelfeld OAB. Dann find us und u 
beide poſitiv, aber ur iſt größer als uz. Mithin iſt Pi negativ. 

Wenn un | vi im Winkelfeld CAO liegt, jo werden die beiden 
Verlängerungen von BO geſchnitten. Schneidet un | vı die auf der 
negativen Seite der X-Axe liegende Verlängerung von BO, jo A u 
kleiner als ue, mithin Pi poſitiv. 

Schneidet un] vi den poſitiven Teil der X-Axe, jo iſt ur negativ. 
Mithin iſt Pi wiederum poſitiv. 

Wir kommen demnach zum Ergebnis, daß der Wert der linken 
Seite der auf null gebrachten Parabelgleichung poſitiv wird, wenn 
man ſtatt u und » die Koordinaten einer die Parabel ſchneidenden 
Geraden ſetzt, und daß dieſer Ausdruck negativ wird, wenn man die 
Koordinaten einer Geraden einträgt, welche die Parabel nicht ſchneidet. 


Aufgabe 6. Der Brennpunkt einer Parabel wird mit den 
Punkten verbunden, in welchen die Parabeltangenten die y-Axe ſchneiden 
und jede dieſer Strecken um ſich ſelbſt über den Schnittpunkt zwiſchen 
Tangente und y-Axe hinaus verlängert. Man ſoll 

1. den Ort des Endpunktes der Verlängerung beſtimmen, 

2. die Lage der Geraden angeben, welche von dem Endpunkte 
jeder Verlängerung nach dem Berührungspunkte der ihr zu⸗ 
gehörigen Tangente gezogen iſt. 

Auflöſung. 1. In Fig. 7 
jet F der Brennpunkt einer Pa⸗ 
rabel, OY ihre Scheiteltangente, 
Oder Berührungspunkt der Tan⸗ 
gente BC und DA = AF. 

Der Ort von D iſt nach Aehn⸗ 
lichkeitsſätzen eine Parallele zur 
y-Are im Abſtande eo 
jede Strecke, die von einem Punkte 
der erwähnten Parallelen nach 


ö dem Brennpunkte geht, wird von 
„ der y⸗Axe halbiert. 


denn 
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2. Weil AO—= AB und Ab = AD, fo iſt BDCF ein Barallelo- 
gramm. Alſo iſt DC || BF d. h. parallel mit der X-Axe. 


Zuſatz 1. Die Gerade, welche im Abſtande 13 parallel zur y-Axe gezogen 
iſt, heißt Direktrix der Parabel. 

Zuſatz 2. Da jede Parallele zur X-Axe ein Durchmeſſer der Parabel heißt, 
jo ift DC ein Durchmeſſer derſelben. 

Definition. Die Gerade, welche den Berührungspunkt einer 
Tangente der Parabel mit dem Brennpunkte verbindet, heißt Radius 
vector. 


Aufgabe 7. Man ſoll beweiſen, daß der Berührungspunkt 
einer Tangente von der Direktrix denſelben Abſtand hat wie vom 
Brennpunkte. 

Beweis. In Fig. 7 iſt DF | BC; mithin iſt das Parallelo⸗ 
gramm BDCF ein Rhombus. Es iſt alſo CD S CF. Beachtet man, 
daß CD als Parallele zur Axe zu DE iſt, jo iſt die obige Be⸗ 
hauptung erwieſen. 

Anmerkung. Die Parabel iſt ſomit der geometriſche Ort aller 
Punkte, die von einem feſten Punkte und von einer feſten Geraden 
gleichen Abſtand haben. 


Aufgabe 8. Man ſoll zeigen, daß die Parabeltangente den 
Winkel halbiert, den der Radius vector und der Durchmeſſer, die 
durch ihren Berührungspunkt gehen, mit einander einſchließen. 

Auflöſung. In Fig. 7 iſt die Tangente BC die Diagonale 
des Rhombus BDCF, halbiert mithin den Winkel zwiſchen den in 
Betracht kommenden Geraden CD und CF. 


Aufgabe 9. Man ſoll angeben, wie viele Tangenten von 
irgend einem Punkte der Ebene an die Parabel pv? — 2 u- 0 ge- 
zogen werden können. 


Auflöſung. Durch den gegebenen Punkt mögen die Geraden 
u vi und ue | v2 gehen. Dann find die Koordinaten von jeder 
durch den gegebenen Punkt gehenden Geraden von der Form 
ui ＋ 4 u: VI 4 va 
F 
wo jede poſitive und negative Zahl bedeuten kann. 


Diejenigen unter dieſen Geraden, welche die Parabel berühren, 

erfüllen die Bedingung: 
6 a Sour ui ＋ Aus 
A 1 

(p vi — 2 ui) ＋ 2 4p vi va — (ui T uz) +4 (p vz? — 2 u) = 0. 

Hieraus laſſen ſich im allgemeinen 2 Werte für A beſtimmen. 
Es laſſen ſich alſo höchſtens zwei Tangenten von einem Punkte der 
Ebene an eine Parabel ziehen. Dieſelben können, entſprechend den 
Werten von A 1. verſchieden, 2. ſich deckend und 3. imaginär ſein. 

Zuſatz. Weil ſich von keinem Punkte der Ebene mehr als 2 Tangenten an 
eine Parabel legen laſſen, wird ſie eine Kurve zweiter Klaſſe genannt. 

Definition. Zwei Geraden der Ebene heißen bezüglich eines 
Kegelſchnittes konjugiert“), wenn ſie mit den beiden von ihrem Schnitt⸗ 
punkte an den Kegelſchnitt gelegten Tangenten in Harmonie ſind. 


0 ode 


Aufgabe 10. Man ſoll die Bedingung angeben, unter der die 
Geraden ur ! vı und ue ve bezüglich der Parabel pv? — 2 u 0 
konjugiert ſind. 

Auflöſung. Die geſuchte Bedingung ergiebt ſich aus der letzten 
Gleichung bei Aufg. 9. Werden in dieſer Gleichung die Werte von 
4 entgegengejeßt gleich, jo ſind wı | vı und ue | ve konjugiert. 

Dieſes tritt aber ein, wenn 

pı vz — (ui ＋ ͤuz) = ( iſt. 

Die beiden Werte von 7, welche die zugehörigen Tangenten be— 
ſtimmen, werden, wenn dieſe Bedingung erfüllt iſt, aus der Gleichung 
. * — b — 2 m beſtimmt, 

pyz 2 — 2 u 
woraus erſichtlich iſt (Aufg. 5, S. 21), daß eine von zwei konjugierten 
Geraden die Parabel ſchneidet, während die andere ganz außerhalb 
derſelben liegt. 

Aufgabe 11. Man ſoll den Ort aller Geraden angeben, die 
zu der feſten Geraden ur vi konjugiert find. 

Auflöſung. Eine Gerade der verlangten Art möge die Koordinaten 
uu beſitzen. Nach der vorhergehenden Aufgabe findet dann die Be- 
dingung ſtatt pıı V— (u Au) = 0 oder 

49 „ ᷑œ§ͥöů/ 
u u 
*) Vergl. Reye, Geometrie der Lage, 1. Abteilung pag. 83 der 2. Auflg. 
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Aus dieſer Gleichung folgt, daß es unendlich viele Geraden (u | v) 
giebt, die zu urn] vı konjugiert find. Alle gehen durch den Punkt 
= | — W deſſen Koordinaten mit xı | yı bezeichnet werden ſollen. 

14.) 
Dieſer Punkt heißt der Pol der Geraden ur | vı. Ferner wird die 
Gerade ur] vı die Polare des Punktes xı | yı genannt. Zur Be— 
rechnung der Koordinaten des Poles der Geraden ur vi reſp. der 


Koordinaten der Polare des Punktes xı | yı dienen die Gleichungen: 


Tan u 11 N 
Zuſatz. Wenn u: | vi eine e iſt, jo geht der Wert von yı vermöge 
der Beziehung pyr? = 2 un über in 555 
Die Koordinaten des Poles von urn] vı ſind alſo (nach Aufg. 4) gleich denen 
des Berührungs punktes; mithin iſt der Pol einer Tangente ihr Berührungspunkt. 


Aufgabe 12. Man ſoll angeben: 
1. die Länge des nach dem Berührungspunkte der Parabeltangente 
u | vı gezogenen Radius vector, 

2. die Länge der Subtangente, 

3. die der Subnormale, 

4. die der Tangente und 

5. die der Normale. 

Auflöſung. Wenn die Länge des Radius vector mit r be— 
zeichnet wird und ſonſt die Bezeichnungen wie beim Kreiſe beibehalten 
werden, ſo iſt 
„ eee ee pen 


u 221 
3 Er 
u 
2 2 
3. INS 2 2 P un 3 
St ur 
1 „ 
r rer ru ee 


DB. 0 + 1 
5. n = (sn T t) sn 75 N a x FR Vpu (puı + 2). 


) xi und yı find die Koordinaten des Berührungspunktes, un vi iſt die 
gegebene Tangente. 


Die Ellipſe. 


8. 11 


Definitionen. Die Ellipſe, Fig. 8, 
iſt der geometriſche Ort des einen Schen⸗ 
N Kels eines rechten Winkels, deſſen anderer 

Schenkel durch einen Punkt innerhalb 
eines Kreiſes geht, und deſſen Scheitel 
ſich auf der Peripherie dieſes Kreiſes 
bewegt. 

Der feſte Kreis heißt Hauptkreis, der 
feſte Punkt Brennpunkt. Eine Linie, die 
vom Brennpunkte nach dem Berührungs⸗ 
punkte einer Tangente gezogen iſt, heißt 

Fig. 8. Radius vector. 
Aufgabe 1. Man ſoll die Linienkoordinaten-Gleichung der 
Ellipſe für ein rechtwinkeliges Koordinatenſyſtem ableiten. 
4 Auflöſung. In 
Fig. 9 ſei Fı der ge⸗ 
gebene Punkt und O der 
Mittelpunkt des feſten 
Kreiſes. Der durch Fı 
gehende Durchmeſſer ſei 
X-Axe und der hierzu 
ſenkrechte Durchmeſſer 
y-Ure. Ferner ſei der 
# Radius des gegebenen 
Kreiſes gleich a und die 
Strecke OF = e. 

Die geſuchte Be⸗ 
ziehung zwiſchen den 
Koordinaten der Tan⸗ 
genten der Ellipſe er⸗ 


Fig. 9. 
giebt ſich, indem man unterſucht, wie die Koordinaten des Scheitels 
des ſich bewegenden rechten Winkels von den Koordinaten ſeiner Schenkel 
abhängen und dieſe Werte in die Punktkoordinatengleichung des Haupt⸗ 
kreiſes x? 7 y2 = a2 (pag. 15) einträgt. 


3 
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Wenn man die Koordinaten einer der Geraden, die den zu unter— 
ſuchenden Ort bilden, mit u | v bezeichnet, jo hat dieſe Gerade die 
Gleichung ux vy T1 = 0, und die Gerade, die auf letzterer ſenk— 
recht ſteht und durch den Punkt « | geht, hat die Gleichung 

VX - Auy — v A ug = . 

Mithin hat der Schnittpunkt beider die Koordinaten: 

v - guy u | Fu? - auv—V 
n MR Y2 

Da in unjerem Falle & Se und 8 Sc iſt, ſo hat der Scheitel 
des die Ellipſe erzeugenden rechten Winkels die Koordinaten: 

ev? — u | — (euv ) 
u HR u . 

Subſtituiert man dieſe Werte in die Gleichung x? + y? = 3a, 
ſo ergiebt ſich: 
ev: — 2 euv? Tu? +e?uwv?+2euv tr — a (ue ＋ v) 2 0 

oder — (u? ＋ v2) fa? ue ＋ (a? — e) v? — 1] A 0. 

Da nun ue y? nicht Stets null ſein kann, ſo muß 

ae ue 4 (a? — e?) v’— 1 gleich null fein. 

Setzt man hierin a? — e? = b?, ſo ergiebt ſich als Linien— 

koordinatengleichung der Ellipſe die folgende: 
, . 

Zuſatz 1. Wird der Punkt Fe, welcher jo liegt, daß OFı = OF; (Fig. 9) 
iſt, als feſter Punkt gewählt, ſo iſt in den Ausdrücken für die Koordinaten des 
Scheitels — e ſtatt +e zu ſetzen. Führt man die Rechnung durch, jo gelangt 
man zu derſelben Gleichung wie vorher. Fe ift demnach auch als Brennpunkt 
zu bezeichnen. 

Zuſatz 2. G1 62 = 2a wird große Axe, Fi Fz = 2e die Excentricität der 
Ellipſe genannt. 

Zuſatz 3. Wenn in Fig. 9 OHı = OH: und OH: = Va? — e, fo iſt 
HI H> die kleine Axe der Ellipſe. 


Aufgabe 2. Man ſoll die Gleichung der Ellipſe diskutieren. 

1. Da die Gleichung a? u? bey? — 1=0 nur die zweiten 
Potenzen von u und v enthält, jo ergeben ſich zu jedem Werte von 
u zwei entgegengeſetzt gleiche Werte von v und zu jedem Werte von 
v zwei entgegengeſetzt gleiche Werte von u. Daraus folgt, daß die 
Ellipſe ſymmetriſch zu beiden Axen liegt. 
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2. Aus Sl I biys folgt, daß für vo Der Wert 


von us wird, d. h. daß die im Abſtande +a und — a ge⸗ 


zogenen Parallelen zur y-Axe Tangenten find. Ferner folgt aus 
dieſer Form der Ellipſengleichung, daß die Werte von u nur dann 
real werden, wenn b?v?<1, d. h. wenn der abſolute Wert von 


N it. Man kann alſo nur von ſolchen Punkten der y-Axe, 


deren Entfernung vom Nullpunkte größer als b iſt, Tangenten an die 
Ellipſe ziehen. 
3. Bringt man die Ellipſengleichung auf die Form 


8 N 1— au 
ſo erſieht man, daß die Werte u o vH 5 genügen, d. h. 


daß die im Abſtande + b und — b zu der X-Axe gezogenen Parallelen 
Tangenten find. Man erſieht ferner, daß die Werte von v nur dann 
real werden, wenn a?u?<1, d. h. wenn der abſolute Wert von 


5 it. Man kann alſo nur von ſolchen Punkten der X-Axe, 


deren Entfernung vom Nullpunkte größer als a iſt, Tangenten an 
die Ellipſe ziehen. 

4. u und v können nicht gleichzeitig null werden; alſo wird die 
Ellipſe nicht von der unendlich fernen Geraden berührt. 


Aufgabe 3. Man ſoll die Richtungskonſtante und Gleichung 
der Geraden finden, die vom Koordinatenanfangspunkte nach dem 
Berührungspunkte der Ellipſentangente urn vı gezogen ift. 

Auflöſung. Angenommen us | ve wäre eine zweite Tangente 
der Ellipſe. Da u |vı die Gleichung a? ur? ＋ be v1? — 1 0 
und ue | ve die Gleichung a? u? ＋ be ve? — 1 0 befriedigt, jo iſt 

a? (ui? — uz 2) ＋ be (v1? — vz 2) = 0 oder 
i e 2b ic) 
Vi — v: a (ui ＋ uz) 

Hieraus folgt, daß die Richtungskonſtante der Geraden, welche 
den Anfangspunkt mit dem Schnittpunkte der beiden Tangenten 
b? (vi ＋ ve) ; 

a. (ui T uz) bett 


u | vi und ue | ve verbindet, den Wert 


29 


Setzt man in dieſem Ausdrucke lim ve = vi und lim us = ut, 


2 
ſo ergiebt ſich, daß die geſuchte Richtungskonſtante gleich a iſt, 
und daß die geſuchte Gleichung y 1 ne x lautet. 


Aufgabe 4. Man ſoll die Koordinaten des Berührungspunktes 
der Ellipſentangente uı | vi finden. 
Auflöſung. Dieſelben werden aus dem Syſteme der Gleichungen: 
r iy 0 


be vı 
N AN gefunden. 
Berückſichtigt man, daß a? ur? ＋ be v1? = 1 iſt, jo wird 
X a ui und y == — b' vi. 


Zuſatz 1. Da die Gleichung für x auch in der Form geſchrieben werden 
2 
kann X a jo iſt x die dritte Proportinale zwischen dem Abſchnitte der 


1 
5 5 
Tangente auf der X-Axe und der halben großen Axe der Ellipſe. Aehnliches gilt 
für die Ordinate des Berührungspunktes. 
Zuſatz 2. Um die Gleichung der Ellipſe in Punktkoordinaten zu finden, 


eliminiert man aus den 3 Gleichungen a? ur? ＋ be v1? — 1 = O, x= — a? ui und 
y= be vi die Größen ur und yr. Man findet 

55 

a? Dr 


Aufgabe 5. Man ſoll die Bedingung angeben, unter der die 
Gerade ur] vi die Ellipſe a? u? + bh? ye — 1 = 0 ſchneidet oder ganz 
außerhalb derſelben liegt. 

Auflöſung. Die geſuchte Bedingung ergiebt ſich, indem wir 
unterſuchen, welchen Wert die linke Seite der auf null gebrachten 
Ellipſengleichung annimmt, wenn wir ſtatt u und » die Koordinaten 
der gegebenen Geraden eintragen. 

Der Ausdruck a? ur? + b? vr? — 1 werde mit Eı bezeichnet, 
und die zu ur] vi parallele Tangente, welche dieſelben Teile der 
Axen ſchneidet wie ur] vi, möge die Koordinaten u | beſitzen. 

Setzen wir nun u S Au, ſo iſt auch vi = Av, und es wird 
EI =2? (a? u? by?) — 1 = 4a? u? be v? — 1) *) +? — 1 — 1. 


*) Weil u] Tangente iſt, ſo iſt a? u? ＋ bꝰ v? - 1 0. 
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Wenn u vi die Ellipſe ſchneidet, jo iſt der abſolute Wert von 
u größer als der abſolute Wert von u. Es iſt alſo, da u und u 
einerlei Vorzeichen haben, A > 1 und mithin Eı poſitiv. 

Liegt un | vı ganz außerhalb der Ellipſe, jo iſt der abſolute 
Wert von u kleiner als der abſolute Wert von u. Weil m und u 
gleiche Vorzeichen haben, jo iſt A < 1, mithin EI negativ. 


Aufgabe 6. Nach den beiden Punkten, in welchen eine Ellipſen⸗ 
tangente den Hauptkreis ſchneidet, ſind die Radien gezogen; man ſoll 
nachweiſen, daß jeder der Radien vectoren, die nach dem Berührungs⸗ 
punkte dieſer Tangente gezogen ſind, einem dieſer Radien parallel iſt. 

Auflöſung. In Fig. 9 ſeien A1 und A2 die Schnittpunkte 
der Tangente, B ſei ihr Berührungspunkt. 

Wenn Aı A2 die Koordinaten u | v befißt, jo hat nach § 11, 
Aufgabe 4 der Berührungspunkt B die Koordinaten — a? u] — bey, 
und nach § 11, Aufgabe 1 hat Aı die Koordinaten 


ee e eee 

u? ＋ v? u+vV? 
und A2 die Koordinaten 

— (ev? ＋ u) euy 

ue ＋ y? u? ＋ v2 


Da ferner Fı die Koordinaten eo und Fs die Koordinaten 
— e | beſitzt, jo iſt die Richtungskonſtante 


+ 
von OA 8 nn 
ev’ - u 
euv—v 
von OA = — 
: lee, 
V 
von 8 N und 
2 5 
von Fꝛ B 2 & 
a? u — e 
Die Gleichung der Ellipſe kann in der Form geſchrieben werden 
„„ 
We r (J. 


Multipliziert man beiderſeits mit e und ſubtrahiert hierauf von 
jeder Seite u, ſo ergiebt ſich 
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5 eau e — (a? — eh nu — (au -e) (eu r 1) 
er? — U = —— 55 er 52 5 
Em e b 
or a au 
Multipliziert man in Gleichung (I) beiderſeits mit e und addiert 
dann auf jeder Seite u, ſo ergiebt ſich 


oder 


— ea u? ＋ e (a? — e) u — (a? u re) (e u — 1 
(ah 55 | ARE | x sul 
— 2 
oder re. ER (III) 


ev Tu au 8 
Multipliziert man die Gleichungen II und III je mit », ſo er⸗ 
fährt man aus II, daß die Richtungskonſtanten von OAı und FeB 
gleich ſind, und aus III, daß die Richtungskonſtanten von OA2 und FıB 
gleich ſind. Mithin iſt OAı Fe B und OA2 FIB. 


Zuſatz 1. Man findet alſo den Berührungspunkt von Aı Ag, indem man 
zu OAı durch Fr die Parallele zieht. 

Zuſatz 2. In Fig. 9 iſt das Viereck ODBC ein Parallelogramm. 

Zuſatz 3. Da im A BF Fa der Punkt 0 die Mitte von Fi Fa iſt und 
OC || FeB läuft, jo iſt C die Mitte von BFı. Ebenſo zeigt man, daß D die Mitte 
von BF: iſt. 

Zuſatz 4. Weil A BA Fi rechtwinkelig iſt und C die Mitte der Hypo— 
tenuſe BFi, jo iſt CFı = CB = CAı. Ebenſo zeigt man, daß DFz = DB = 
DA: iſt. Nun iſt 

BFı = BC + CFı = OD + CAı und 
BF: BD + DFz = DA: + OC, mithin 


BFı + BFz = (OD + DAZ) + (OC CA!) = 2a. 

Die Ellipſe iſt alſo der geometrische Ort aller Punkte, für welche die Summe 
der Entfernungen von zwei feſten Punkten konſtant iſt. 

Zuſatz 5. Da OA1 = OA, ſo iſt I c = IX a2. Da ferner CAı = CB, 
fo it e = 51, und weil endlich DAa = DB, fo iſt IX a = 52. Mithin 
iſt Ih= 5 = I. 

Die Tangente eines Ellipſenpunktes halbiert alſo den Winkel zwiſchen dem 
nach ihm gezogenen Radius vector und der Verlängerung des anderen eben dahin 
führenden Radius vector. 

Ferner folgt aus Zuſatz 3 der Satz: Die Normale eines Ellipſenpunktes 
halbiert den Winkel zwiſchen den beiden nach ihm führenden Radien vectoren. 


| 


Aufgabe 7. Man ſoll angeben, wie viele Tangenten von 
irgend einem Punkte der Ebene an eine Ellipſe gezogen werden können. 
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Auflöſung. Durch den gegebenen Punkt mögen die Geraden 
u vi und uz] v2 gehen. Die Koordinaten der durch dieſen Punkt 
gehenden Ellipſentangenten ſind dann von der Form 

u ＋ Auz vı ＋ A 
a 147 1 
eine Zahl iſt, die ſich ergiebt, indem man dieſe Ausdrücke an die 
Stelle der entſprechenden Koordinaten in die Gleichung der Ellipſe 
einträgt. 
Zur Beſtimmung von 7 hat man alſo die Gleichung: 
a? (ui ＋T Juz) 2 ＋ be (vi ＋ 42) 2 — (1 ＋ ) 2 0 oder 
a? ul? K be v1 — 1 7 24 (a? um 4 hh nr e 
＋ be yz? — 1) = 0. 

Aus dieſer Gleichung erſieht man, daß ſich im allgemeinen 2 
Werte für A ergeben, daß mithin auch im allgemeinen 2 Tangenten 
von Punkten der Ebene an eine Ellipſe gezogen werden können. 

Anmerkung. Vermöge dieſer Eigenſchaft iſt die Ellipſe eine 
Kurve zweiter Klaſſe. 

Zuſatz 1. ur] vi und u: | va find einander konjugiert, wenn die Werte 
für A entgegengeſetzt gleich werden. Dieſes findet ſtatt, wenn 

a? ui uz ＋ b' vi ve —1=0 if. 

Zuſatz 2. Sind u |vı und ue ve konjugiert bezüglich der Ellipſe a? u? 
＋ b v2 — 1 0, fo find die Koordinaten der vom Schnittpunkte beider Geraden 
ausgehenden Tangenten durch die Gleichung 

ae B „ 5 e = — beftimmt. 
Daraus erſieht man unter Beachtung von 0 5 des $ 11, daß A nur 


dann real wird, wenn die eine Gerade die Ellipſe ſchneidet, während die andere 
ganz außerhalb derſelben liegt. 


„ 


Aufgabe 8. Man ſoll den Ort aller Geraden angeben, die 
zu uı vi konjugiert find. 

Auflöſung. Eine der Geraden, die zur gegebenen konjugiert 
ind, möge die Koordinaten u | v beſitzen. Nach der vorhergehenden 
Aufgabe exiſtiert dann die Beziehung: 

a? ui u b? viv - 1 0 oder 
(— a? ui) u (— b vi) v1 0. 


* * er 
SET 
EN 5 


= 
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Aus dieſer Gleichung erfährt man, daß es unendlich viele Ge— 
raden giebt, die zu un] vi konjugiert ſind. Dieſelben gehen ſämtlich 
durch den Punkt — a? ur] — b? vr, welcher der Pol von un vı 
genannt wird. 

Setzt man — a? ui = xi und — b vi = yı, ſo wird 

X¹ yı 
EFT. und = — ar 

Die beiden letzten Gleichungen lehren, daß jedem Punkte der 
Ebene bezüglich der Ellipſe eine beſtimmte Gerade zugeordnet iſt, 
welche Polare dieſes Punktes heißt. 


Aufgabe 9. Die Länge der nach dem Berührungspunkte der 
Tangente ur | vı gehenden Radien vectoren, die Länge der Tangente 
und der zugehörigen Normale, Subtangente und Subnormale zu be— 
ſtimmen. 


Auflöſung. Der von Fi ausgehende Radius vector ſoll mit 
ri und der von Fe ausgehende mit re bezeichnet werden. Im übrigen 
ſoll die frühere Bezeichnung beibehalten werden. 


1. In Fig. 9 iſt OA2: FI B= EO: EFi oder 


ame 5 : 5 +e)=1:(1tew) 
u u 
Mithin iſt FF 


Weil nach Aufg. 6 Zul. 4 dieſes 8 
11 ＋ 12 = 2a, ſo iſt r a (1 — eu). 


1 ö 1— ab ut: b? vi? 
2 st — — — (— au) = - ——-— . 
u u u 
1? *) bt yı? 
1 vı 
5 i pe, 
g x St b? vı? 
— —  D’tm 17 — 
45 6 V(sn +) = a VI 
SR, 757 12 e 
5. U Vs FB) sn b’VYw?+vı2, 


) xi und yı ſind die Koordinaten des Berührungspunktes von ur vi. 
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Die Hyperbel. 
8 12. 


Definitionen. Die Hyperbel 
(Fig. 10) iſt der geometriſche Ort 
des einen Schenkels eines rechten 
Winkels, deſſen anderer Schenkel 
durch einen Punkt außerhalb 
eines Kreiſes geht, und deſſen 
Scheitel ſich auf der Peripherie 
dieſes Kreiſes bewegt. 

Der feſte Kreis heißt Hauptkreis 
und der feſte Punkt Brennpunkt. 
Eine Linie, die vom Brennpunkte 
nach dem Berührungspunkte einer 
Tangente gezogen iſt, heißt Radius 
vector. 


Fig. 10. 


Aufgabe 1. Man ſoll die Linienkoordinaten-Gleichung der 
Hyperbel für ein rechtwinkeliges Koordinatenſyſtem ableiten. 


5 Auflöſung. In Fig. 11 ſei F: 
aA f der gegebene Punkt und O der Mittel- 
punkt des gegebenen Kreiſes. Der 
durch Fı gehende Durchmeſſer ſei x-Axe 
und der hierzu ſenkrechte Durchmeſſer 
y⸗Axe. Ferner ſei, wie bei der Ellipſe, 
7 der Radius des gegebenen Kreiſes 

gleich a und OFı = e. 


Wenn die Koordinaten einer der 
Geraden, die den zu unterſuchenden 
Ort bilden, mit u] v bezeichnet 
werden, ſo ſind 

ev u — (e uv) 
Fig. 11. 1 u? ＋ v2 
wieder die Koordinaten des Scheitels des ſich bewegenden rechten 
Winkels. 
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Wie in Aufgabe 1 des § 11 findet man, daß die geſuchte 
Gleichung die folgende iſt: 
(ue ＋ v) [a? ue ＋ (a? — e) ve — 11 = 0. 
Da nun der erſte Faktor nicht ſtets null ſein kann, ſo muß 
a“ ue ＋ (a? — es) ve — 1 0 kein. 
Setzt man e? — a? = be, jo ergiebt ſich die Gleichung 
a u? — bꝰ v2 — 1 0. 

Zuſatz 1. Wird der Punkt Fa, welcher jo liegt, daß OF = OF: iſt, als 
feſter Punkt gewählt, jo ergiebt ſich dieſelbe Gleichung. Fe iſt demnach auch als 
Brennpunkt zu bezeichnen. 

Zuſatz 2. BI Bz = 2a heißt Hauptaxe (Zwergaxe) und Fi Fa = 2e die 
Excentricität der Hyperbel. 

Zuſatz 3. Wenn 001 = 0G und 001 = Ves — as, fo iſt Ci Ce die 
Nebenaxe. b 


Aufgabe 2. Man ſoll die Gleichung der Hyperbel diskutieren. 

Auflöſung. 1. Da die Gleichung a' u? — be y? — 12 0 
nur die zweiten Potenzen von u und v enthält, jo ergeben ſich zu 
jedem Werte von u zwei entgegengeſetzt gleiche Werte von », und 
zu jedem Werte von v zwei entgegengeſetzt gleiche Werte von u. 
Mithin liegt die Hyperbel ſymmetriſch zu beiden Axen. 


2. Bringt man die Hyperbelgleichung auf die Form 


1 — 8 17 b' vs, jo erſieht man, daß für v= o der Wert von 
E 115 wird. Die im Abſtande + a und — a zur y-Axe gezogenen 
Parallelen ſind alſo Tangenten der Hyperbel. Ferner erſieht man 
aus dieſer Form der Gleichung, daß u für jeden poſitiven und negativen 
Wert von v zwei reale Werte annimmt, d. h. daß man von jedem 
Punkte der y-Axe zwei Tangenten an die Hyperbel ziehen kann. 


3. Bringt man die Hyperbelgleichung auf die Form: 
1 - RE 
jo erſieht man, daß die Werte von » nur dann real werden können, 
wenn a? ue >], d. i. der abſolute Wert von 1 iſt. Man 


kann alſo nur von ſolchen Punkten der X-Axe, deren Entfernung vom 
Nullpunkte kleiner als a iſt, Tangenten an die Hyperbel ziehen. 
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4. u und v können nicht gleichzeitig null werden; alſo wird die 
Hyperbel nicht von der unendlich fernen Geraden berührt. 


Aufgabe 3. Man ſoll die Richtungskonſtante und Gleichung 
der Geraden finden, die vom Koordinatenanfangspunkte nach dem 
Berührungspunkte der Hyperbeltangente ur] vi gezogen it. 

Auflöſung. Es wird zuerſt die Richtungskonſtante der Ge⸗ 
raden geſucht, die vom Anfangspunkte nach dem Schnittpunkte der 
Tangenten un] vı und ue | ve geht. Dieſe iſt nach Zuſatz 1 des 

„ I 
§ 6 gleich — as 

Da aber ur | vı die Bedingung a? ui? — br? — 1 2 0 und 
u |ve die Bedingung a' uz? — b v2? — 1 = 0 erfüllt, jo iſt 
a? (u? — uz?) — b? (v1? — vz?) = 0 und mithin 

ui - us be (vi ＋ ve) 
van. um 

Iſt ue | v2 die Nachbartangente von un] vt, jo darf man ſetzen 
lim uz = ui und lim ve = vı, und die geſuchte Richtungskonſtante 


— 2 
wird — — 51 5 Die Gleichung der zu betrachtenden Geraden heißt 
D 1 
demnach 7 = N 


Aufgabe 4. Man ſoll die Koordinaten des Berührungspunktes 
der Hyperbeltangente ur vı finden. 
Auflöſung. Dieſelben werden aus dem Syſteme der Gleichungen: 
i 
b? vi 
. er gefunden. 


Beachtet man, daß a' ur? — be v1 — 1 = 0 iſt, jo wird 
X = a'? ul und y = A be vi. 
2 
Zuſatz 1. Schreibt man die Gleichung für x in der Form x ie: 
No 


und beachtet, daß — = der Abſchnitt iſt, den die Tangente auf der X-Axe bildet, 


jo erſieht man, daß x die dritte Proportionale iſt zwiſchen dem erwähnten Ab⸗ 
ſchnitte und der Hauptaxe. 
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Zuſatz 2. Um die Gleichung der Hyperbel in Punktkoordinaten zu er- 
halten, eliminiert man aus den drei Gleichungen a? ur? — br? — 1 2 0, 


x= — az ui und y=b’vi die Größen ur und vi. Man findet 
2 2 
X 
. 
a b 


Aufgabe 5. Man ſoll die Bedingung angeben, unter der die 
Gerade un vi die Hyperbel as u? — be ve — 1 = 0 ſchneidet oder 
ganz außerhalb dexſelben liegt. 

Auflöſung. Man ziehe durch den Punkt, in welchem u: | vı 
die y⸗Axe ſchneidet, die beiden Hyperbeltangenten. Dieſelben haben 
die nämliche Ordinate wie die gegebene Gerade, nämlich vr, und wenn 
die eine die Abſciſſe + us beſitzt, jo hat die andere die Abſciſſe — ue; 
denn dieſe Abſciſſen werden nach Aufgabe 2 dieſes § aus der Gleichung 
u=+ ey 1+b?vı? gefunden. 

Subtrahiert man nun die Gleichung a? w?— br? — 1=0 
(welche von ue] vi und — ua | vi befriedigt wird) von der Gleichung 
Hı = d ut — b?vı? — 1, ſo ergiebt ſich die Gleichung Hı Sa? (ur? - u2?), 
welche zur Ermittelung der geſuchten Bedingungen dient. 

Ein Blick auf Fig. 11, in welcher E der Schnittpunkt zwiſchen 
um | vi und der y-Axe iſt, AE und DE die Hilfstangenten ſind, lehrt, 
daß die erwähnten Hilfstangenten die Ebene in 4 Winkelfelder teilen, 
in ein oberes und unteres, ein rechtes und linkes. In den beiden 
letzteren liegt, wie Fig. 10 zeigt, die ganze Hyperbel, und eine Ge— 
rade, die durch dieſelben geht, ſchneidet ſtets die Hyperbel. Eine 
Gerade aber, die durch das obere und untere Winkelfeld geht, hat 
keinen Punkt mit der Hyperbel gemeinſam. 

Für eine die Hyperbel ſchneidende Gerade iſt der abſolute Wert 
von u kleiner als der von ue; mithin iſt Hı in dieſem Falle negativ. 

Für eine die Hyperbel nicht ſchneidende Gerade iſt der abſolute 
Wert von ur größer als der von ua; mithin iſt in dieſem Falle Hı 
poſitiv. Ä 

Aufgabe 6. Nach den beiden Punkten, in welchen eine 
Hyperbeltangente den Kreis ſchneidet, auf dem ſich der Scheitel des 
die Hyperbel erzeugenden rechten Winkels bewegt, ſind die Radien 
gezogen; man ſoll nachweiſen, daß jeder der Radien vectoren, die 
nach dem Berührungspunkte dieſer Tangente gezogen ſind, einem 
dieſer Radien parallel iſt. 


Auflöſung. In Fig. 12 ſeien A 
und As die Schnittpunkte der Tangente, 
B ſei ihr Berührungspunkt. 

Wenn A1 A2 die Koordinaten u | v 
d ſo hat nach § 12, Aufgabe 4 
der Brühen B die Koordinaten 
— a' ul be v und wie im Falle der 
an hat Aı die Koordinaten 


ev u —(euv+tv) 
U. ky N 
und A2 die Koordinaten 
N — (eV? +0) Eu N 
Fig. 12. ue ＋ V2 u ＋ V 
Man findet nun, daß die Richtungskonſtante 
von OAı = — ar 
v - u 
eu v - 
von O0A2 = — e 
2 
von Fi B a 1 8 und 
von Fz2 B br 
a? u — e 
Die Gleichung der Hyperbel kann in der Form geſchrieben werden 
a? u? — 1 
V == 5 „„ ee Fe En (I) 


Multipliziert man jederſeits mit e und ſubtrahiert hierauf von 
jeder Seite u, ſo ergiebt ſich 


a re len (au —eo)eur) 


e v — u = 53 = 5 
2 
oder „„ e (II) 
aꝰ u — e v u 


Multipliziert man ferner in Gleichung I beiderſeits mit e und 
addiert dann auf jeder Seite u, ſo ergiebt ſich 


2 PREISE 2 ER 2 . 2 I 
a 

b’ 6 

oder i ne = ze ee (III) 


39 


Multipliziert man die Gleichungen II und III je mit — v, jo 
erfährt man aus II, daß die Richtungskonſtanten von OAı und Fe B 
gleich ſind, und aus III, daß die Richtungskonſtanten von OAs und 
Fi B gleich ſind. Mithin it OA || F, B und OA2 || FıB. 

Zuſatz 1. Man findet alſo den Berührungspunkt von A1 A2, indem man 
zu OAı durch Fr die Parallele zieht. 

Zuſatz 2. In Fig. 12 iſt das Viereck ODBC ein Parallelogramm. 

Zu ſatz 3. Da im A BFI Fa (Fig. 12) der Punkt 0 die Mitte von Fı Fa 
iſt und OC || FeB, fo iſt C die Mitte von BFI. Es läßt ſich auf ähnliche Art 
zeigen, daß D die Mitte von BF iſt. 

Zuſatz 4. Weil A BF Ai rechtwinkelig iſt und C die Mitte der Hypo— 
tenuſe BFi, jo iſt CA = CB = CFi. Ebenſo zeigt man, daß DFe = DB = DA; 
iſt. Nun iſt 

BFz = 2 DB = 20Aı + 2 A1 C und 

BE 250 2 Al C. 
Hieraus folgt durch Subtraktion: 

BFz2 — BFI = 20Aı = 2 a. 

Die Hyperbel iſt alſo der geometriſche Ort aller Punkte, für welche die 
Differenz der Entfernungen von zwei feſten Punkten konſtant iſt. 

Zuſatz 5. Da OAı = OA, ſo iſt (Fig. 12) X a = Nd. Da ferner 
ds it N = I 8, und weil endlich DA» = DB, ſo iſt 
I c = X 82. Mithin iſt X 1 X 82. 

Die Tangente eines Hyperbelpunktes halbiert alſo den Winkel zwiſchen den 
beiden nach ihm gezogenen Radien vectoren. 


Aufgabe 7. Man ſoll angeben, wie viele Tangenten von irgend 
einem Punkte der Ebene an eine Hyperbel gezogen werden können. 

Auflöſung. Wenn wieder un vı und ue | ve zwei Geraden 
ſind, die durch den gegebenen Punkt gehen, ſo ſind die Koordinaten 

ur + Au vı + Ava 
F 
iſt, die ſich aus der Gleichung 
a (ui ＋ Juz)“ — b' (vi ＋ 42) — (1 ＋ 7 
oder (a- u? — bu’ — 1) T 2 4 (a' ui ue — b' vi v2 — 1) ＋ 4 
(a“ uz“ — b' re’ — 1) = 0 


der Tangente von der Form wo 4 eine Zahl 


ergiebt. 

Da ſich im Angemeinen 2 Werte für A ergeben, jo kann man im 
allgemeinen auch 2 Tangenten von Punkten der Ebene an eine Hy— 
perbel ziehen. 

Anmerkung. Vermöge dieſer eee wird die Hyperbel 
eine Kurve zweiter Klaſſe genannt. 


4 
2 
= 
„ 
e 
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Zuſatz 1. un] vi und us | ve find einander konjugiert, wenn die Werte 
für A entgegengeſetzt gleich werden. 

Dieſes findet ſtatt, wenn a? un uz — be viva — 1 0 if. 

Zuſatz 2. Sind u |vı und ua | v2 konjugiert bezüglich der Hyperbel 
a? u? — b ve — 1 O, ſo find die Koordinaten der vom Schnittpunkte beider Ge⸗ 
raden ausgehenden Tangenten durch die Gleichung 

a? ui? — bꝰ v1 — 1 i 
= ＋ 17 — Senne beſtimmt. 

Daraus erſieht man unter Beachtung von Aufgabe 5 des § 12, daß A nur 
dann real wird, wenn die eine Gerade die Hyperbel ſchneidet, während die andere 
ganz außerhalb derſelben liegt. 


Aufgabe 8. Man ſoll den Ort aller Geraden angeben, die 
zu ur | vi konjugiert ſind. 
Auflöſung. Eine der Geraden, die zur gegebenen konjugiert 
find, möge die Koordinaten uv beſitzen. 
Nach der vorhergehenden Aufgabe exiſtirt die Beziehung: 
> ui u — b' viv - 1 = 0 oder 
an) ur ben) vn LER. 
Aus dieſer Gleichung erfährt man, daß es unendlich viele Ge⸗ 
raden u | giebt, die zu ur] vi konjugiert find. 
Dieſelben gehen ſämtlich durch den Punkt — a? ur | b? vt, welcher 
der Pol von ur] vi genannt wird. 


U XI 
Setzt man -— u = xi und b vi = vi, ſo wird u — is 
1 
und Vi = 55 


Die durch die letzten Gleichungen beſtimmte Gerade wird die 
Polare des Punktes xı | yı genannt. 


Aufgabe 9. Die Länge der nach dem Berührungspunkte von 
u | vi gehenden Radien vectoren, die Länge der Tangente und der 
dazugehörigen Normale, Subtangente und Subnormale zu finden. 
Auflöſung. In Fig. 12 ſei Fi B = ri und 3 5 
übrigen ſoll die frühere Bezeichnung beibehalten werden. 
Nun iſt 1. OA2: BFI = OE: EFi oder 
a: = r le (u) 
ul Ui 
e ee dl} 
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Mithin iſt 1 — 4 (e ur J). Weil r2 — ri 2a, 
ſo iſt = à (e ui — I). 
— 2 2 2 
I 
ui ui un 
; 
3. su St bey? au b’ ut. 


ge 


— m 1 m 2 — ng 
ten T st) st un Vu? + vis. 
1 


5 


n = (sn T st) sn = be Yu? + m”. 


Jurchmeſſer der Kegelſchnitte. 
8 13. 
Definition. Bei der Ellipſe und Hyperbel heißt jede Gerade, 
welche durch das Centrum des Kreiſes geht, auf dem ſich bei der 


Konſtruktion der Scheitel des rechten Winkels bewegt, ein Durch— 
meſſer. | 


Aufgabe. Man ſoll nachweiſen, daß die Pole einer Schar 
paralleler Sehnen eines jeden Kegelſchnittes auf einem Durchmeſſer 
liegen. 

Auflöſung. Ju 4 ſtellt bei veränderlichem A eine Schar 
von Geraden vor, die ſämtlich zu u | v parallel find. 


I. Der Pol (x | y) einer jeden Geraden der Schar wird be— 
züglich der Parabel py' = 2u nach Aufg. 11 des § 10 aus den 
Gleichungen: 

„% OR 

F RT 
berechnet. Die letzte dieſer Gleichungen lehrt, daß die Ordinaten der 
Pole aller Geraden der Schar gleich ſind, daß dieſe Pole alſo auf 
einem Durchmeſſer der Parabel liegen. 

II. Der Pol x | J einer jeden Geraden der Schar wird be— 
züglich der Ellipſe a u' + b' y' — 1 = 0 nach Aufg. 8 des 83 x 
aus den Gleichungen: 


Dem Veh 
berechnet. 


*) xı | yı ift der Berührungspunkt von u | vi. 
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Durch Divifion dieſer beiden Gleichungen findet man: 
e 
en 
woraus erſichtlich iſt, daß ſämtliche 1 auf einem Durchmeſſer der 
Ellipſe liegen. 


III. Der Pol (X | y) einer 19 5 Geraden der Schar wird be— 


züglich der Hyperbel a’ u' — b' v' — 1= 0 nach Aufg. 8 des § 12 
aus den Gleichungen x= — a' Ju, y -= b' JA y berechnet. 
Dividiert man die erſte Gleichung in die zweite, ſo ergiebt ſich 
„ R 
* z u. 


woraus folgt, daß ſämtliche Pole auf einem Durchmeſſer liegen. 


Zuſatz. Zwei Durchmeſſer einer Ellipſe oder Hyperbel, von denen der eine 
zu einer Schar paralleler Sehnen gehört und der andere die Pole dieſer Sehnen 
enthält, heißen konjugierte Durchmeſſer dieſer Kegelſchnitte. 


Der zur RN Au | A gehörige Durchmeſſer hat die Richtungs- 
konſtante — . Der konjugierte Durchmeſſer hat bei der Ellipſe die Rich⸗ 
tungskonſtante 1 und bei der Hyperbel die Richtungskonſtante „ . 


Setzt man — ce tg und bezeichnet die Nichtungg- 


konſtante des zu ux yy = 0 konjugierten Durchmeſſers mit tg 5, jo 
findet im Falle der Ellipſe die Bezeichnung ſtatt: 


tg. tg 838 — 5 und 
im Falle der Hyperbel: 
tg [04 tg ß er nn 


Andere Formen für die Gleichungen der Ellipfe und Hyperbel. 


§ 14. 
Aufgabe 1. Man ſoll die Gleichung der Ellipſe in bezug 
auf zwei konjugierte Durchmeſſer angeben. 
Auflöſung. In bezug auf ein rechtwinkeliges Koordinaten⸗ 
ſyſtem habe die Ellipſe die Gleichung Au ＋ be y' —1=0. 
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Der eine der konjugierten Durchmeſſer bilde mit der X-Axe dieſes 
Syſtems den Winkel æ, der andere den Winkel 5, und der Winkel 
zwiſchen den beiden konjugierten Durchmeſſern ſei . 

Wenn nun die Tangente u | v im Syſteme, deſſen Axen die 
konjugierten Durchmeſſer find, die Koordinaten U | V beſitzt, jo iſt 
nach dem Zuſatze der Aufgabe 2 des S 8 zu ſetzen: 

1 — Usine— Vin & 1 — U cos g V cos 
sin ꝙ f sin ꝙ 8 

Trägt man dieſe Werte für u und v in die Gleichung der 

Ellipſe ein, ſo ergiebt ſich: 
a? sin” 405 b’ cos?’ 8 62 a' sin? zu b’ cos’ « y: 
sin ꝙ sin ꝙ 
2 82 7 2 
a r 08 & C08 E UV 1 
sin“ p 
Nach dem vorhergehenden 8 iſt aber 


2 = 0. 


tg e tg g == — a oder 


a’ sin & sin g b? cos œ cos 5 = 0. 
Mithin ergiebt ſich die Gleichung: 
a’ sin’ 5 ＋ b” cos! 5 U 4 a sin? & ＋ be cos? & 
sin’ ꝙ sin? p 

Anmerkung. Dieſe Gleichung hat dieſelbe Form wie in dem 
Falle, in welchem die Ellipſe auf ihre große und kleine Axe bezogen 
it. Sehr weſentlich iſt, daß die Koeffizienten von U? und V? einerlei 
Vorzeichen haben. 

Zuſatz. Wenn die Gleichung einer Kurve in bezug auf ein beliebiges 
Koordinatenſyſtem die Form hat 

ou ＋ ov? — 1 O, 


V1 =. 


ſo bedeutet ſie eine Ellipſe. 


Beweis. Durch ganz dieſelben Betrachtungen wie in Aufgabe 7 und 8 
des § 11 findet man, daß die Gerade u | v den Pol — ou — o' in bezug 
auf die durch obige Gleichung beſtimmte Kurve beſitzt. Da aber der Pol von 
jeder Tangente einer Kurve zweiter Klaſſe ihr Berührungspunkt iſt, ſo hat der Be— 
rührungspunkt x | y der Tangente u | die Koordinaten x= — Ou, y =- u. 

Eliminiert man dieſen zwei Gleichungen und aus der gegebenen die Größen 
u und v, jo reſultiert: 
x? 2 
17 I mr 
Von dieſer Gleichung ift aber bekannt, daß fie eine Ellipſe bedeutet. 
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Aufgabe 2. Man ſoll die Gleichung der Hyperbel in bezug 
auf zwei konjugierte Durchmeſſer angeben. 

Auflöſung. Unter denſelben Vorausſetzungen wie bei der 
letzten Aufgabe find für u und v auch dieſelben Werte zu ſetzen. 
Durch die bezeichneten Subſtitutionen geht die Hyperbelgleichung 
über in: 

a' sin’ 8 — b' cos? 5 U — b’ cos? Aa SR ya 
sin’ p sin ꝙ 
a’ sin & sin 6 — b' cos & cos 5 
— T — UV- 1=I0. 
Weil die neuen Axen konjugierte Durchmeſſer ſind, ſo iſt 


tg « tg8 = — oder 
a’ sin & sin 8 — b' cos c cos 5 =. 
Die Hyperbelgleichung nimmt alſo die Form an: 
a’ sin? 8 — b' cos? g cos? ꝙ — a’ sin? « 
Ei oo 1, 
Anmerkung. Dieſe Gleichung hat dieſelbe Form wie in dem 
Falle, in welchem die Hyperbel auf ihre Haupt- und Nebenaxe be⸗ 
zogen iſt. Sehr weſentlich iſt, daß die Vorzeichen der Koeffizienten 
von U’ und V ſtets verſchieden find. 
Um die letzte Behauptung zu beweiſen, ſetzen wir b' cos? « 
— a' sin? c = s. Aus dieſer Gleichung folgt durch Diviſion mit a“ cos? « 


2 6 as C08? & 
Da nach § 13 die Beziehung ſtattfindet tg? & = u 0b: 0 
geht die vorhergehende Gleichung über in: 


b’ * b? x 
1.000 = oder 
a a R cs 
2 2 
2 n? 2 402 a sin 5 
a Sin 8 h 68 . an 
5 6 b’ cos’ « 


= linke Seite dieſer Gleichung hat dasselbe Vorzeichen wie e, 
a 5 4 ſtets eine poſitive Zahl iſt. 


10 05 110 a” sin’ 5 — b' cos? 8 und b? cos? — a' sin’ « 
einerlei Vorzeichen, alſo die Koeffizienten von U' und V? verjchiedene. 
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Zuſatz. Genau wie bei der vorhergehenden Aufgabe läßt fich nachweiſen, 
daß die Gleichungen 


Hyperbeln bedeuten. 


5 u? — 02 v? — 1-0 und 
o ue ＋ c Y — 1 2 0 


Diskuſſion 


der allgemeinen Gleichung zweiten Grades, in welcher die veränder— 
lichen Größen als Linienkoordinaten aufgefaßt werden. 


915. 
Lehrſatz. Faßt man bei jeder Löſung der Gleichung 
e e 23, Usb 2 Virbrased 

den Wert fiir u als Abſciſſe und den Wert für v als Ordinate einer 
Geraden in einem beliebigen zweiaxigen Koordinatenſyſteme auf, ſo 
iſt dieſe Gleichung der analytiſche Ausdruck für alle Kurven zweiter 
Klaſſe, d. h. derjenigen Kurven, an die man von einem Punkte der 
Ebene höchſtens zwei Tangenten ziehen kann. 

Beweis. Denkt man ſich durch den Punkt, von dem man 
wiſſen will, wie viele Tangenten von ihm an die durch obige 
Gleichung definirte Kurve gehen, die Geraden un vr und ue | v2 ge— 
legt, ſo ſind die Koordinaten der Tangenten von der Form 

ul ＋ Aua VI ＋ A va 

en 1 
wo 4 eine Zahl iſt, die ſich ergiebt, wenn man dieſe Ausdrücke in 
die gegebene Gleichung einträgt. 

Da ſich eine quadratiſche Gleichung zur Beſtimmung von A er— 
giebt, ſo gehen im allgemeinen 2 Tangenten von einem Punkte der 
Ebene an die gegebene Kurve, d. h. fie iſt eine ſolche zweiter Klaſſe.“) 


Aufgabe 1. Man ſoll die Bedingung angeben, unter der die 
Geraden un vı und u ve konjugiert find in bezug auf die Kurve, 
die durch die Gleichung 

aı u 2 412 uv + a v' ＋ 2 ais u + 2 a28 v ＋ ass 0 
definiert iſt. 

) Man könnte den Beweis auch dadurch liefern, daß man die gemeinſchaft— 
lichen Löſungen zwiſchen der gegebenen Gleichung und der Gleichung 

xi u ＋ iV 1 0 
ſucht. Man würde dann die Anzahl der Tangenten finden, die durch xı | yı ge- 
zogen werden können. 
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Auflöſung. Der Wert, den die linke Seite der gegebenen. 
Gleichung annimmt, indem man u, und v. reſp. us und ve einträgt, 
werde mit C, reſp. Cs bezeichnet. 


Setzt man ferner 
alt Ui f. 4 Vi di ir 
„% % ee 
ais Ui + a3 VI + 433 = (ns, 
jo lautet die Gleichung, wodurch die vom Schnittpunkte von u, |vı und 
u ve ausgehenden Tangenten beſtimmt werden, folgendermaßen: 
G K 2 mr , 


Hieraus entnimmt man, daß die beiden gegebenen Geraden kon⸗ 
jugiert ſind, wenn | 
C1 Ua Fr 615 Va nr 611 — 0 iſt. 


Zuſatz 1. Zu u | vi find alle Geraden konjugiert, die ſich aus der Gleichung 
Cıu+ Ci2 v ＋ (Cs = 0 
bei veränderlichem u und v berechnen laſſen. 


Cı2 


C 
2 615 welcher der Pol von 


Dieſelben gehen ſämtlich durch den Punkt 2 71 
ui vi genannt wird. 


Zuſatz 2. Iſt ui = o, vi = o, ſo wird Cu — 215, Ci2 = ads und Cis = ass. 


Mithin hat die unendlich ferne Gerade der Ebene den Pol . Derſelbe 


433 233 


iſt, wie bekannt, der Mittelpunkt des betreffenden Kegelſchnittes. 


Aufgabe 2. Man ſoll die Gleichung 
Hu 4 2 81 U V . d „ FT e 
diskutieren. | 
Auflöjung Man bilde zunächſt aus der linken Seite Diejer 
Gleichung, die mit C bezeichnet werde, 3 Quadrate. 
Es iſt: 
al la UF 25 N F25) Far u. as 
＋ 2 (Aı2 Ass — 413 As) UV + (A 83 — 93?) V°. 
Setzt man 
ali 433 — 41s — bi . 
412 433 — 413 423 = 5 
os ie: das = Ds UND 
413 UA ud M*), 
*) M- o iſt nach Zuſ. 2 der vorhergehenden Aufgabe die Gleichung des 
Mittelpunktes. 


47 


jo ergiebt ſich: 
ass C= M' bi u' ＋ 2 bz uv bs v 
oder 
ass bi C == bi M' I (bi u T bz v)“ 4 (bi be —bd)vV ..... (J 

I. Es werde nun vorausgeſetzt, daß az nicht null iſt. 

Man hat dann folgende Fälle zu unterſcheiden: 

1. Wenn b, und bi be — ba“ beide poſitiv find, dann ſtellt C = 0 
kein reales Gebilde dar; denn wählt man unter dieſen Bedingungen 
für u und v reale Werte, ſo wird die rechte Seite der obigen Identität 
niemals null; mithin kann auch C für reale Werte nicht null werden. 

2. Wenn bi. bs — be = 03) iſt, jo iſt 

bı M’ + (u he) 0 oder 
bi u be v = ＋ M bi. 

In dieſem Falle ſtellt C = 0 ein Punktepaar vor, das real iſt, 
wenn bi negativ iſt, und das imaginär iſt, wenn bi r poſitiv iſt. 

3. Wenn bi bz — bes poſitiv und b. negativ iſt, jo ſtellt C = 0 
eine Ellipſe dar. 

Um dieſes einzuſehen, bringt man Gleichung I auf die Form: 

as C1 & mach; ') 28 b. bs — 1 ) ' 

Me NM SM 
Setzt man nun 


M 233 = M, N 
en und 8 hält 
M. u“ und fr = v“, jo erhält man 
33 08 1 7 8 2 bı b; 1 be 2 
er 1 1 2 7 * nn Aue 
M' bi 2332 (b 1 0 ” bi ass . 5 


wo die neuen Koordinaten auf zwei Axen bezogen ſind, die mit den 
gegebenen parallel laufen und durch das Centrum der Kurve gehen“ ). 
+ d. h. 411 412 413 

a12 àa22 423 


| 213 A23 333 | 
**) Verſchiebt man die Axen des gegebenen Syſtemes parallel mit ſich ſelbſt, fo 


füllt, jo iſt nach 8 8, Auf- 


il 


a 
daß der neue Anfangspunkt in das Centrum . 


433 433 
gabe 1 für die Koordinaten u‘ | v’ im neuen Syſtem zu ſetzen: 
u u V V 
u = - — 2 ” „„ 
413 Ar a23 1 805 Mi und v 473 a23 1 M. 
S 3 Nena 
233 33 33 1 33 3 


Fr 

5 

er 
IT 
r - 
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Setzt man ferner 
1. . u“ sin ( Si ＋ v“ sin 
sin ꝙ 
u, sin ( 8) . V i, 
sin p 5 
u“ sin (p 5 1 e 
u“ sin ( — 6) 4 N v 
sin ꝙ . 2 
wo 9 der Winkel iſt, den die urſprünglichen Axen mit einander bilden, 
und wo 4 und 8 die Winkel find, welche die Axe der U und V mit 
der Axe der u“ bilden (§ 8, Aufg. 2), jo geht Gleichung II über in: 


7 


N 


A3 0 . a bi ba — be 2 
N 1 = wa „ 
97 2 P Cı° bi b; bee 
Unter den gemachten Vorausſetzungen ſind und 2? 
51 332 bı 2332 


negative Zahlen. 
Es iſt alſo 
poſitive Zahl mal U' + pofitive Zahl mal V' = 1. 
Dieſe Gleichung bedeutet aber nach § 14, Aufg. 1, Zusatz eine Ellipſe. 
4. Wenn bi be — bes negativ iſt, fo bedeutet die Gleichung C — 0 


bei beliebigem Werte von b. eine Hyperbel. Der Beweis iſt genau 
wie bei Nr. 3. 


II. Wenn a, — 0 iſt, jo genügen der Gleichung C -= 0 die 
Werte u = 0, y = O0, d. h. die unendlich ferne Gerade berührt 
die betreffende Kurve. 

Dieſe Eigenſchaft beſitzt nur die Parabel. Wenn daher in C = 0 
das abſolute Glied fehlt, ſo liegt eine Parabel vor. 8 


*) Aus jeder dieſer Identitäten folgert man 2 Gleichungen; es ſind alſo 
hinreichend viele Gleichungen zur Beſtimmung von e, a, ca und ß vorhanden. 


